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In the first part of this paper, we obtain an optimal upper bound for the second 
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INTRODUCTION 
On appelle opkrateur de Schriidinger sur une varittk diffkrentiable com- 
pacte saris bord M tout opkateur de la forme A, + q oti A, est le laplacien 
associk $ une mktrique riemannienne g sur M et oti q est une fonction de 
classe Cm sur M. 
L’ktude spectrale de ces opkrateurs a fait l’objet de plusieurs travaux 
rkcents. Dans cet article, nous nous inttressons i deux types de probkmes. 
Le premier est celui d’estimer les valeurs propres de A, + q en fonction de 
certains invariants de la mttrique g et du potentiel q. Le second est celui 
de dkterminer quelles sont les informations sur g et q que contient le 
spectre de A, + q. 
Rappelons tout d’abord que la compacitk de M implique que le spectre 
de A,+q est form&. d’une suite strictement croissante de valeurs propres 
(Ji(A, + q))t>o avec lim li(d, + q) = +GO. (Nolons qu’avec cette numkro- 
tation des valeurs propres, nous avons &(A,) = 0). 
Dans le paragraphe 2 du present article, nous utilisons un invariant 
conforme introduit par Li et Yau dans 1191 (i.e., levolume conforme) pour 
obtenir une majoration optimale de la deuxitme valeur propre A,(A, + q) 
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de I’operateur d, + q. En effet, nous obtenons, pour tout entier n, la majo- 
ration suivante: 
k(d, + 4) <m w32’m - V( $p’ + q (*I 
ou m est la dimension de la varibte M, V(g) le volume riemannien de 
(M, g), V,(C) le n-volume conforme de la classe conforme C de g et ou 
4 = (l/Vg)) Jo q d ug est la valeur moyenne de q. Ce rtsultat &end aux 
operateurs de Schrodinger la majoration obtenue dans [19, 91 pour le 
laplacien. 
Pour certains types de varietbs le volume conforme peut etre estimt 
(voire m&me calcule) en fonction d’autres invariants geometriques (cf. 
[S, 9, 19, 21)). Ceci permet de deduire de l’inegalite (*) des majorations 
qui ne dependent que d’invariants classiques (voir les corollaires 2.6, 2.7 et 
2.8). Par exemple, dans le cas oh M est une surface orientable de genre x, 
nous obtenons: 
877 
W,+q)<- 
V(g) 
(oh [ (01+ 3)/2] est la partie entiere de (a + 3 )/2). Dans le cas oh (M, g) est 
une variete I,-minimale, i.e., telle qu’il existe une immersion homothetique 
de (M, g) dans un espace euclidien dont les fonctions composantes sont des 
fonctions propres pour la valeur propre l,(d,) du laplacien de g (voir le 
$I), la majoration (*) donne: 
Rappelons a cet effet que la classe des varietts A,-minimales est assez large. 
Elle contient en particulier les espaces symetriques compacts de rang 1 (i.e. 
la sphere sn et les projectifs RP”, WPd, CaP2), le tore de Clifford, le tore 
equilateral, ainsi que tous les espaces homogenes irrtductibles. De plus, si 
(M, g) et (M’, g’) dont deux varietes Ai-minimales alors la varitte produit 
(A4 x M’, g@ kg’) avec k = A,(d,,)/A,(d,) est aussi A,-minimale. D’autres 
exemples de varietes A,-minimales sont donnts dans [22, 23-J. 
L’ttude du cas d’egalitt dans la majoration (*) constitue une part impor- 
tante de ce travail. En effet, nous montrons que, sur une varitte de dimen- 
sion superieure ou &gale a 3, les optrateurs de Schrodinger pour lesquels 
l’inegalite (*) est une tgalitt sont exactement ceux associes a des potentiels 
constants et a des metriques I,-minimales (cf. theoreme 2.2). En dimension 
2, la situation est difftrente. En effet, dans la proposition 2.5, nous exhibons 
une classe d’opirateurs de Schrodinger B potentiels non constants et a 
metriques non I,-minimales pour lesquels l’egalite st atteinte dans la 
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majoration (*). Une caracttrisation complete du cas d’egalite n dimension 
2 est en fait don&e dans la proposition 2.3. 
11 est bien connu que la variation seconde de la fonctionnelle volume en 
une hypersurface compacte it4 minimale ou a courbure moyenne constante 
dune variete riemannienne (fi, 2) s’exprime a l’aide d’un operateur de 
Schrodinger. Les resultats du paragraphe 2 vont done naturellement nous 
permettre d’obtenir des resultats concernant l’indice de Morse d’une telle 
hypersurface. En particulier, nous montrons l’existence, pour toute variete 
compacte orientable (M, g) de dimension m, de deux constantes C, et C, 
qui ne dependent que de l’inttgrale de la courbure scalaire, du volume rie- 
mannien et du volume conforme de (M, g), telles que, si une variete (a, g) 
orientable de dimension m + 1 a une courbure scalaire minoree par C, ou 
une courbure de ricci minoree par C2, alors, il n’existe aucune immersion 
isombtrique minimale d’indice inferieur ou Cgal a 1, ni aucune immersion 
isometrique a courbure moyenne constante stable de (M, g) dans (fi, g) 
(cf. 3.2, 3.3 et 3.7). De ce resultat, nous deduisons que, si (&?, g ) est une 
varitte orientable de dimension 3 a courbure de ricci non negative, alors, 
il n’existe dans (fi, S) aucune surface compacte minimale orientable 
d’indice inferieur ou tgal a 1 et de genre a > 5, ni aucune surface compacte 
a courbure moyenne constante non nulle stable de genre c1> 3 (cf. 3.5 et 
3.9). Rappelons a cet Cgard que Schoen et Yau avaient montre dans [24] 
que, si la courbure scalaire de (fi, 2) est non-negative, alors il n’existe dans 
(a, g) aucune surface compacte orientable minimale stable de genre a > 1. 
Signalons enlin que, dans [lo], nous avons obtenu une majoration de la 
seconde valeur propre d’un optrateur de Schrodinger sur une sous-variett 
dune varitte conformement Cquivalente a un ouvert dune sphere canoni- 
que, en fonction de certains invariants extrindques de la sous-varitte. Nous 
en avons dtduit d’autres rtsultats concernant les hypersurfaces minimales 
d’indice 1 et les hypersurfaces a courbure moyenne constante stables. 
Le probleme d’isospectralite est aborde dans le paragraphe 4. L’aspect de 
ce probleme que l’on trouve le plus souvent traitt dans la litterature est le 
suivant: la mttrique g &ant fix&e, le spectre de d, + q determine-t-i1 le 
potentiel q? Autrement dit, l’hypothese Spec(d, + q,) = Spec(d, + q2) 
implique-t-elle que q, est tgal a q2 (a conjugaison par une isometric pi-es). 
Les articles [16, 171 donnent une classe de varietts M et de metriques g 
pour lesquelles ce probleme a une reponse positive. Cependant, plusieurs 
travaux r&cents montrent l’existence, sur certaines varietis riemanniennes, 
de potentiels isospectraux et non equivalents (voir a titre d’exemple [4]). 
Pour d’autres resultats ur ce sujet, voir [15,20,27]. 
Le probleme que nous traitons dans le paragraphe 4 est le suivant: parmi 
tous les operateurs de Schrodinger (a potentiel, structure differentiable et
mttrique quelconques) peut-on caracteriser ceux dont le potentiel est 
constant par la don&e de leur spectre? Plus prtcisement, Ctant donne deux 
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varietes riemanniennes compactes (M, , g,) et (M2, g2), une fonction 
q E C”(M,) et une constante c, l’hypothese Spec(d,, + q) = Spec(d,, + c) 
implique-t-elle que q est constante &gale a c? 
Nous donnons une rtponse affirmative A ce probleme dans chacun des 
cas suivants (voir 4.1, 4.2 et 4.3): 
(i) L’integrale sur MI de la courbure scalaire de g, est inferieure ou 
egale a l’inttgrale sur M, de la courbure scalaire de g, (en dimension 2, 
cette condition devient: la caracteristique d’Euler de M, est inferieure ou 
Cgale a celle de M2). 
(ii) (M,, g,) est a courbure scalaire constante negative ou nulle et 
(M2, g2) est conformement equivalente a (M, , g,). 
(iii) (M,, g,) est d’Einstein et (M,, g2) est conformtment tquiva- 
lente a (M,, gr). 
Une consequence du cas (i) est que, sur toute variete riemannienne 
compacte (M, g), I’egalite Spec(d, + q) = Spec(d, + c) implique que g est 
constante &gale a c. Ce resultat etait connu dans le cas particulier ou 
(M, g) est un espace symetrique compact de rang 1 (cf. [13, 14,271). 
Notons enfin que les rtsultats du paragraphe 4 nous ont permis aussi de 
remarquer que (cf. 4.4 et 4.6), si (M, g) est une varitte riemannienne com- 
pacte de dimension m >, 2 qui vtrifie l’une au moins des trois conditions 
suivantes :
(i) la courbure scalaire de (M, g) est constante negative ou nulle, 
(ii) (M, g) est d’Einstein, 
(iii) (M, g) est A,-minimale, 
alors toute metrique g’ conforme et isospectrale a g (i.e., Spec(d,,) = 
Spec(d,)) est en fait isometrique a g. Ce dernier resultat est a relier au 
resultat de compacite de Brooks, Perry et Yang [S]. 
I. PRI~LIMINAIRES 
Soit M une varibte differentiable compacte de dimension m > 2. Pour 
toute metrique riemannienne g sur M, on designera par A, l’operateur 
laplacien associe a g et on notera respectivement du, et V(g) l’element de 
volume et le volume de la varitte riemannienne (M, g). 
Dans cet article, nous nous interessons aux opirateurs dits de 
Schrodinger A, + q ou g est une mttrique riemannienne et q une fonction 
differentiable sur M. Le spectre dun tel operateur est constitut dune 
suite strictement croissante de valeurs propres ( Ai (A, + q)) i 3 o avec 
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lim Ri(d,+q)= +co. On notera mj la multiplicite de ;li(d,+q) et on 
posera Spec(d, + q) = ((li(d, + q), m,); i= 0, 1, 2 . ..} (notons que pour 
q = 0, cette notation coincide avec celle habituelle du spectre du laplacien). 
Les resultats que nous obtenons dans le paragraphe 2 de cet article 
portent sur la deuxieme ualeur propre I, (A, + q). Deux notions importantes 
vont intervenir dans l’tnonct de ces resultats: la notion de volume 
conforme et la notion de variete I,-minimale. 
(a) Volume conforme 
Rappelons qu’une application 4 de (AI, g) dans une autre variete 
riemannienne (IV, h) est dite conforme s’il existe une fonction f sur A4 
telle qu’on ait d*h = f. g; on appellera alors volume de 4 la quantitt 
V(d) = jr,, f”‘2 du, ( i.e. k’(4) est le volume de A4 pour la mttrique, even- 
tuellement dtgeneree, #*A). 
Deux mttriques g, et g, sur A4 seront dites conformes s’il existe un 
diffeomorphisme conforme de (A4, g,) sur (AI, g2). On appelle c&e 
conforme de mttriques sur M toute classe d’equivalence pour cette relation. 
La notion de volume conforme a CtC introduite par Li et Yau dans [19] 
de la man&e suivante: 
Soit C une classe conforme de metriques sur M. On se tixe une metrique 
g E C et on designe par Z,,(A4, g) l’ensemble des applications conformes de 
(A4, g) dans la sphere canonique (sn, can) de dimension n qui sont des 
immersions sauf eventuellement en un nombre fini de points. Pour tout 
4 E Z,(M, g) on pose: 
ou G(n) est le groupe des diffeomorphismes conformes de (!S”, can). Le 
n-volume conforme de A4 pour la classe conforme C est alors donnt par 
avec la convention V,,(C) = co si Z,(A4, g) = $3. Cependant, en composant 
le plongement de Nash-Moser par la projection stertographique on 
montre qu’il existe toujours un entier n tel que Z,(M, g) soit non vide et 
done tel que V,(C) soit fini. De plus, la suite V,(C) est dtcroissante et elle 
est minorte par le volume de la sphere canonique de dimension m (cf. 
[ 193). La limite, notte V(C), de cette suite sera dite volume conforme de C. 
Pour d’autres details sur les proprietes et les applications de cet invariant 
conforme, voir [8, 9, 19, 211. 
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On dtsignera par M,(n) l’ensemble des varietts riemanniennes (M, g) 
dont le p-i&me espace propre EP(dR) associe a &,(A,) verilie la propritte 
suivante: 
“11 existe n + 1 fonctions fl, . . . f,, , appartenant a Ep(dg) telles que, 
pour tout XE TM, on ait: 
C ldfi(X)l*=S(~t X)." 
Cette derniere condition signifie que l’application x + (fi(x), .. . . fn + ,(x)) 
est une immersion isometrique de (M, g) dans (W+ ‘, can). D’apres un 
resultat classique dQ a Takahashi (cf. [181) l’image de cette immersion est 
en fait une sous-varied minimale de la sphere Sri(m) de rayon a. 
On designe par M, la reunion croissante des ensembles M,(n). Les 
varietes qui appartiennent a M, seront dites A,-minimales. 
Dans [9], nous avons montre que, pour toute variete (M, g) E M,(n), 
on a: 
V,(C) d V(g). 
De plus, dans le cas p = 1, nous avons en fait les egalites: 
V,(C) = V(C) = V(g). 
D’autres proprittes des varittes A,-minimales ont tte mises en evidence 
dans un precedent article [9]. 
II. MAJORATION DE LA SECONDE VALEUR PROPRE 
(a) Le rfhltat principal 
Nous commencons par le lemme suivant: 
2.1. LEMME. Soit (M, g) une varittP riemanienne compacte et soit u une 
fonction diffirentiable strictement positive sur M. Pour tout #E Z,,(M, g), 
il existe une transformation y E G(n) telle que l’application $= y OI$ = 
(J,, . . . . fJ,+ 1) vh$e: 
I M $,u dv, = 0 pour tout i. 
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Preuve. On pose g’ = u*‘“g. On sait alors (cf. [19] ou [8, lemme 2.11) 
qu’il existe y E G(n) tel que $= y 0 4 = (T,, . . . . $,, + r ) verifie 
! 6 M i dv,, = 0. 
Le resultat en decoule immediatement car on a do,, = u dv,. 1 
2.2. THW&E. Soit M une varith! d&f&-entiable compacte de dimension 
m 2 2 et soit C une classe conforme de mktriques sur M. Pour toute mktrique 
g E C, toute fonction q E C”(M) et tout n E N on a: 
AU, + 4) <m 
V,(Cp- 
fqg)2” +4 
ozi 4= (l/V(g)) JM q d vg est la valeur moyenne de q dans (M, g). 
De plus, si la dimension m est supkrieure ou Lgale Li 3, alors, l’kgalitt a lieu 
dans l’inkgalitk (*) si et seulement si q est constante et si (M, g) appartient 
Li M,(n). 
Vu sa particular%& le cas d’egalite n dimension 2 sera discute plus loin. 
Preuve. Soit u une base du premier espace propre de A, + q (on rap- 
pelle a cet effet que la premiere valeur propre de A, + q est simple). I1 est 
bien connu qu’une telle fonction ne s’annule en aucun point de M. On peut 
done la supposer strictement positive et lui appliquer le resultat du lemme 
precedent. Pour tout 4 E Z,,(M, g), il existe un y E G(n) tel que les n + 1 
fonctions composantes $, , . . . . $“+, de $= y 0 4 soient orthogonales a u (au 
sens L*(M)). Par le principe du minimax, on a alors pour tout i: 
qui donne aprb sommation en i: 
Or, I’intgalite de Holder donne: 
jM C ldJil* dug < (S, (C ldJil*)‘“’ dvg)2’m V(g) ’ ~ *I”‘. 
I I 
Mais, puisque 4 est conforme, un calcul simple nous donne 
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Par suite, on a I’inCgalitC 
@ 6 Id ;I2 do, < mV(Jp” V(g)’ -2’m 
qu’on reporte dans (3) pour obtenir: 
oC I’intgalitC V(i) < V,(4) provient de la dkfinition m$me de V,(4). En 
prenant l’infimum sur tous les 4 E I,(M, g) dans l’intgalitC (4), on obtient 
bien la majoration annonde. 
Maintenant, si q est constant et si (M, g)E M,(n), alors l’kgalitk est 
atteinte dans (*). En effet, l’kgalitt: (2) nous donne dans ce cas: 
/l,(d, + q) = A,(d,) + q = m 
V,( C p 
V( g)2’” + 4. 
Rtciproquement, supposons qu’on ait l’kgaliti:: 
~,(~,+q)=m 
vn(c)“im _ 
Jq g)2/” + q 
Quitte h remplacer g par Kg et q par q/K avec K= Vn(C)2’m/V(g)2im, on 
peut supposer que l’on a V(g) = V,(C) et A,(d, + q) = m + 4. 
Dans la dkmonstration qui suit, notre objectif va &re de prouver l’exis- 
tence, en dimension supkrieure ou kgale g 3, d’une immersion isomktrique 
4 = ($1, . . . . d,+ ,) de (M, g) dans (Sj”, can) qui v&Se pour tout i < n + 1: 
(5) 
A partir de 18, il sera aisk de conclure. En effet, en tout point x de A4, le 
vecteur d&(x) = (d&,(x), . . . . A&,+ 1(x)) reprtsente la courbure moyenne 
en x de l’immersion i 0 C$ oti i est l’injection canonique de S” dans W’+ ‘. Un 
calcul simple nous donne alors: 
oh N(x) est le vecteur tangent d S” qui reprhente la courbure moyenne en 
x de l’immersion +5 dans S5”. En combinant avec l’kquation (S), on obtient: 
H(x) = (4 - q(x)) 4x1. 
302 EL SOUFI ET ILIAS 
Comme les vecteurs H(x) et d(x) sont orthogonaux (car b(x) appartient au 
tibrt normal de S” dans R”+‘) il en decoule: 
q=q et H=O. 
Par suite, q est constant et (A!, g) E M,(n). 
Tout le probleme revient done a montrer I’existence de cette immersion 
4. D’apres la definition de V,(C), il existe une suite (bk)k, @EZ,(M, g), 
telle qu’on ait: 
V,(C) = Ii” V,(@). 
Quitte a composer chaque @ par une transformation yk E G(n), now pou- 
vons supposer que les fonctions composantes &, . . . . 4i+ 1 de 4” sont ortho- 
gonales au premier espace propre de A, + q (lemme 2.1). L’immersion 4 
recherchee apparaitra alors comme “limite” dune sous suite de (@)k. En 
effet : 
FREMI~RE BTAPE. II existe une sow-suite de (~5~)~ qubn note encore (I$~)~ 
et une famille { #[, . . . #,,+ 1} de fonctions qui appartiennent ci l’espace de 
Sobolev H:(M) telles que, pour tout ie { 1, . . . n + 1 }, on ait 
(i) (@:)k converge fortement dans L’(M) vers #i. 
(ii) (dt)k converge faiblement dans H:(M) vers 4;. 
Preuve. Pour tout k, le principe du minimax et l’inegalite de Holder 
nous donnent la suite d’inegalitb suivantes: 
(m + S) V(g) = 1 (m + d jM (df)’ dv, 
I 
a j ldd”12 dv,+c j d4f)2 dv, 
i M I ‘44 
<m V(dk)*‘” V(g)1-2/m+J*M qdv, 
< 
4 
m u4k)2’m 
V( AT” +q V(g). ) (6) 
On en deduit en particulier que les n + 1 suites (bf)k sont bornees dans 
H:(M). Nous pouvons done extraire de la suite (dk)k une sous-suite qu’on 
note encore (@)k telle que, pour tout i, (&)k converge faiblement dans 
H:(M) vers une limite big H:(M). Par ailleurs, en appliquant le theoreme 
de compacitt de Kondrakov, nous pouvons extraire a nouveau une sous- 
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suite qu’on notera toujours (@)k, telle que pour tout i, (df), converge 
fortement dans L*(M) vers une limite 4: E L’(M). Mais la continuite de 
l’inclusion de H:(M) dans L*(M) nous assure que di = 4;~ H:(M). D’oli 
le resultat de cette etape. 
DEUXI~ME ~TAPE. Pour tout i, la fonction di est de classe C 71 et on a: 
(A, + 9) di= A,(A, + 4) 4i. 
Preuve. Pour tout i, la fonction di appartient a H:(M). De plus, 4, est 
orthogonale au premier espace propre de A, + q car elle est la limite, au 
sens L’(M), de la suite (#f), qu’on a choisie orthogonale a cet espace. Par 
suite, nous pouvons appliquer le principe du minimax qui donne alors pour 
tout i: 
Quand on fait la somme en i on obtient 
(7) 
Or, dune part, la convergence forte dans L’(M) entraine: 
1 CT = 1 P.P. 
I 
(9) 
D’autre part, la convergence faible dans H:(M) entraine 
Mais le passage a la limite, quand k -+ co, dans (6) nous donne apres un 
calcul simple : 
1$-n C 1^, ld$~l’du,= WV(g). 
I 
Par suite, on a l’inegalite: 
En reportant (9) et (11) dans (8), on s’apercoit que l’inbgalitt (8) est en fait 
une egalite. Par suite, pour tout i, l’inegalite (7) est une egalitt, et done, 4; 
est une deuxiime fonction propre de A, + q. En particulier, tbi est de classe 
C”. 
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TROISI~E BTAPE. Pour tout i, la suite (df), converge fortement dans 
H:(M) vers di. De plus l’application @= (#,, . . . +n+l) est une application 
conforme de (M, g) dans (S”, can). 
Preuve. On a pour tout i: 
T Ild4f-d$ill~2=~ lld4fll?,z+~ lld4illzL2-2 7 (d4:,4+i). (‘2) 
Or, on a dkjB vu (Cquation (10)) que 
D’autre part, le rksultat de l’ttape prtcCdente nous donne: 
c Wjll i2 =mVg). (13) 
Enh, on a 
qui donne 
lip 1 (dbf, dbi) = m V(g). 
i 
Par suite, en passant A la limite dans (12) on obtient: 
“1;” c I[d& - d#J :Z = 0. 
I 
On en dkduit la convergence forte dans H:(M) de (c$:), vers #i. Le fait que 
I’application +4 = (4,) . . . . #,,+ 1) soit conforme dkcoule immtdiatement de 
cette propribtk de convergence et du fait que les bk sont conformes. 
QUATRI~ME &TAPE. Si la dimension m de M est suptkieure ou t!gale d 3, 
aIors /‘application 4 = (4,) . . . 4, + ,) est une immersion isomktrique d (M, g) 
dans (S”, can). 
Preuve. Posons (q+k)* can = fkg et ($* can = fg. on a alors 
fk = (l/m) Ci lddfl’ et f= (l/m) xi (ddJ2. La convergence forte dans 
H:(M) de (4f)k vers bi entraine en particulier que (quitte g prendre une 
SOUs-suite) (fk)k Converge PreSqUe partout Vers $ D’autre part, le passage 
d la limite dans (6) montre que la suite de terme gkkral s,,,, f T’* dv, = 
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V(dk) converge vets I’(g). On en deduit, en appliquant le lemme de Fatou 
it la suite (fr”)k: 
5 M f m/2 du, < lip jM fp* dv, = V(g). (14) 
L’equation (13) l’intgalite d Holder et l’intgalite (14) nous donnent alors: 
v(g) = sn, fdv$ ( jM,,12 dvg)llll I’(g)‘- 2’m Q v(g). 
L’egalite ayant lieu dans l’intgalitt de Holder on en deduit, puisque m >, 3, 
que f est constante tgale a 1 et done que l’immersion 4 est isometrique. 1 
(b) ktude du cas d’egalite n dimension 2 
Pour caractcriser le cas d’egalite n dimension 2 nous aurons besoin de 
la notion d’application A,-harmonique introduite dans [7]. Rappelons 
qu’une application fj = (lb,, .. . d,,+ i) dune variete compacte (M, g) dans 
(sfl, can) est harmonique si et seulement si il existe une fonction h telle 
qu’on ait (A, + h) 4; = 0 pour tout i. De plus, lorsqu’elle xiste, cette fonc- 
tion h est unique et elle est don&e par la formule h = -2e,(d) ou e,(d) = 
(l/2) Ci ld4i12 est la densitt d’tnergie de 4. 11 est done clair que, pour toute 
application harmonique 4 de (M, g) dans (!%“, can), zero est valeur propre 
de l’optrateur A, - 2e,(d). Nous dirons qu’une telle application est 
3,,-harmonique si z&o est precisement la seconde valeur propre de 
A,-2e,(1$) (i.e. ,?,(A,-2e,(d))=O). 
2.3. PROPOSITION. Soit M une surface compacte. Soient g une metrique 
riemannienne sur M, q une fonction differentiable sur M et n un entier positif. 
Alors, I’egalite a lieu darts I’inegalite (*) pour l’operateur A, + q (i.e. 
~,(A,fq)=2~~/,(C)/V(g)fq) si et seulement si il existe une application 
i,-harmonique conforme 4 de (M, g) dans (S”, can) et une constante CE [w 
telles qu’on ait q = -2e,(f$) + c. 
Preuve. Supposons qu’il existe une application (a de A4 dans $G” qui 
verilie les conditions de l’enonct. On a alors: 
i,(A, + q) = l,(A, - 2e,(#)) + c = c. 
D’autre part, il dtcoule de la proposition 4.5 de [7] que, comme 4 est 
A,-harmonique conforme, on a V,(C) = l,+, e,(d) do,. D’oti 
2K’,(CW(g) + (I= & ( V,(C)-jM eg(d)dvg)+c=c. 
L’intgalite (*) est done bien une tgalite dans ce cas. 
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Reciproquement, supposons qu’on ait I’egalite A,(d, + q) = 
2V,(C)/V(g) + q. Les Btapes 1, 2 et 3 de la preuve du theorbme 2.2 mon- 
trent l’existence dune application conforme 4 = (4,) . . ..d., + I) de (M, g) 
dans (Sn, can) qui verifie (A,+q) #i=Al(A,+q) @i pour tout i<n+ 1. 
Cette derniere condition tquivaut a dire que 4 est A,-harmonique et que 
l’on a e,(4) = W)(W,+ d - 4). I 
2.4. Remarque. Notons que toute application ,I,-harmonique conforme 
4 dune varitte compacte (M, g) de dimension superieure ou egale a 3 dans 
une sphere est en fait une immersion minimale homothetique avec 
e,(4) = &(4,)/2 (cf. C61). L ‘existence dune telle application revient done a 
dire, dans ce cas, que la varitte (A4, g) est A,-minimale. 
Dans le cas ou la classe conforme contient une mttrique A,-minimale 
nous avons la caracterisation explicite suivante: 
2.5. PROPOSITION. Soit (M, go) une surface compacte ;l,-minimale dont 
on note C la classe conforme. L’egalitC i, (A, + q) = 2 V,,(C)/V( g) + q a lieu 
pour une metrique ge C, une fonction q E C”(M) et un entier n E N, si et 
seulement si n est tel que (A4, go) appartienne a Ml(n) (i.e. n est assez 
grand) et s’il existe un reel c et un dtjjfeomorphisme I++ de M tels qubn ait 
g = MA,Mc - 4)) $*a,. 
Preuve. Supposons que la variett (M, go) appartienne a Ml(n) et que 
I’on ait g = (I,(A,,)/(c - q)) @*g,. La metrique gb = $*gO est isometrique a 
g,, elle appartient done elle aussi a M,(n). Par suite, il existe une immer- 
sion homothetique 4 = (4,) . . . . #n + 1) de (M, gb) dans (S”, can) qui verifie 
A,;#‘= ll(A,,) di pour tout i<n + 1. Cette immersion 4 est en fait une 
application A,-harmonique conforme de (M, gb) dans (S”, can) qui verifie 
e,;(d) = l,(A,)/2. Or, la A,-harmonicite est une propriete conforme en 
dimension 2 (cf. [7, Prop. 4.43). Par consequent, l’application 4 est 
I,-harmonique conforme pour la mttrique g et on a e,(4) = 
UC- d/&(A,)) e,;(4) = Cc- d/2. 
D’aprbs la proposition 2.3, on en dtduit que I’egalite l,(A, + q) = 
2 V,(C)/V(g) + 4 a bien lieu sous les conditions de l’enond. 
Rtciproquement, supposons qu’on ait l’egalite ,l,(A, + q) = 
2V,,(C)/V(g) + S. D’aprb 2.3, celle-ci entraine l’existence dune application 
A,-harmonique conforme 4, de (M, g) dans (S”, can) et dune. constante c 
telles qu’on ait e,(41) = (1/2)(c - q). D’autre part, si l’on pose g = f*:go, 
un raisonnement identique a celui utilise dans la premiere partie de cette 
preuve nous per-met alors de montrer l’existence dune autre application 
A,-harmonique conforme & de (M, g) dans une sphere (Sn’, can) ayant 
pour densite d’tnergie e,(&) = L,(A,)/2f Comme les applications 41 et & 
sont toutes les deux I,-harmoniques conformes pour la mttrique g, le 
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corollaire 4.6 de [7] now assure alors l’existence dun diffeomorphisme 
conforme y de (Sn’, can) tel qu’on ait e,(d,) = e&y0 &). Or, la fonction 
e&y 0 &) ne s’annule en aucun point de M. On en deduit que l’application 
(b, est en fait une immersion et que la metrique d,: can = e& (b I) g appartient 
a M,(n). Le corollaire 3.3 de [9] now dit alors que les 2 mttriques 
A,-minimales conformes drcan et g, sont en fait homothetiques. Par suite, 
(M, go) appartient bien a Ml(n) et il existe un diffeomorphisme $ de A4 et 
un reel k tels qu’on ait e,($ 1) g = k$*g,. En Cgalisant les volumes de ces 
deux metriques, on obtient: 
od la dernibre tgalitt provient de la prop. 4.5 de [7]. D’ou, on a 
k = I,,(A,,)/2 et done 
(c) Quelques corollaires 
Une consequence directe de ce qui precede est le 
2.6. COROLLAIRE. Soit (M, go) une variete A,-minimale de dimension 
m > 2. Pour toute metrique g conforme a g, et pour toute fonction 
qE C”(M) on a: 
De plus, l’egalite a lieu si et seulement si q est constante et g est homotheti- 
que a g,, ou si M est de dimension 2 et s’il existe une constante c et un 
diffeomorphisme I/I de M tels que qu’on ait g = (I,(Ag,)/(c - q)) $*g,. 
Preuve. En dimension 2, ce resultat decoule du theoreme 2.2, de 
l’egalitt (2) et de la proposition 2.5. En dimension m >, 3, il decoule du 
thEorbme 2.2, de l’egalite (2) et du resultat d’unicitt, a homothetie pres, des 
metriques A,-minimales dans leurs classes conformes (cf. [9, Corollaire 
3.31). 
Rappelons que pour toute variete riemannienne compacte (M, g) et pour 
tout potentiel q sur A4 on a: 
&(A, + q) d MAg) + ij = 4 (15) 
avec egalite si et seulement si q est constant. 
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Un resultat de comparaison du msme type vaut aussi pour la seconde 
valeur propre AI(d, + q) des operateurs de Schriidinger d&is B partir de 
metriques I,-minimales. En effet, on a le: 
2.7. COROLLAIRE. Soit (M, g) une variete I,-minimale. Pour toute fonc- 
tion qE C”(M) on a: 
Jw, + 4) d W,) + 4. 
L’egalitk a lieu si et seulement si q est constant, ou si (M, g) est homotheti- 
que a (S*, can) et s’il existe un dijjfeomorphisme conforme $ de (M, g) et 
une constante c tels qubn ait q = c- J,(A,) e,($). 
Preuue. En dimension m ,) 3, le resultat est clair. En dimension m = 2, 
il decoule de 2.5 et de (2) que l’egalitt l,(A,+q)=ll(A,) +Q a lieu si et 
seulement si il existe un reel c et un diffeomorphisme conforme $ de (44, g) 
tels qu’on ait $*(g) = ((c - q)/il,(A,)) g.Cette derniere identitt iquivaut &: 
Or, dans [9] nous avions montre que si (M, g) est une surface A,-minimale 
non homothetique 6 (s2, can) alors tout diffeomorphisme conforme de 
(M, g) est une isometric (i.e., e (ll/) = I). D’oti Ie resultat. 1 
Li et Yau font remarquer dans [I91 (voir aussi [8]) que le volume 
conforme dune surface orientable est major-e par une constante qui ne 
depend que du genre de la surface. Par suite, la majoration du thtorbme 2.2 
peut prendre dans ce cas la forme explicite suivante: 
2.8. COROLLAIRE. Soit M une surface orientable compacte de genre ~1. 
Pour toute metrique g sur M et toute fonction q E C”(M) on a: 
87~ 
J,(A,+q),<- V(g) 
oti [(a + 3)/2] est la partie entiere de (u + 3)/2. 
2.9. Remarque. D’apres les travaux de H. Urakawa, L. Btrard-Bergery 
et J. P. Bourguignon, S. Tanno et H. Muto (voir [9] pour les references) 
il existe sur S”, pour tout m > 3, un chemin de mttriques g, de volume 
constant tel qu’on ait R,(d,, + q) a 03 pour tout q E C “(s”). Ce type 
d’exemples existe aussi sur les tores [26] et sur les espaces homogenes 
[12]. On ne peut done pas esperer obtenir, en dimension superieure ou 
egale g 3, un resultat du m&me type que celui qu’on vient d’enoncer pour 
les surfaces. Autrement dit, il n’est pas possible de majorer A,(d, + q), en 
dimension > 3, par une constante qui ne depend que du volume de g, du 
potentiel q et de la topologie de la varitte M. 
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III. APPLICATIONS AUX HYPERSURFACES MINIMALES D'INDICE INF~RIEUR ou 
kGAL A 1 ET AUX HYPERSURFACES A COURBURE MOYENNE CONSTANTE STABLES 
Dans tome la suite on designera par (M, g) une varittt riemannienne 
compacte de dimension m > 2 et par (fi, 6) une variete riemannienne (non 
necessairement complete) de dimension m + 1. Les courbures calaires de
(M, g) et de (i@, d) seront nottes respectivement R et E. On notera r’ la 
courbure de ricci de (fi, g) et on posera pour tout x E 0: 
F,Jx) = Inf{?(X, X); XE T,I@ et S(X, X) = 1 }. 
(a) Cas des hypersurfaces minimales 
Une immersion minimale C$ dune variete compacte M dans une variett 
riemannienne (iii, g) est, par definition, un point critique de la fonction- 
nelle “Volume”. Dans le cas oti le fibre normal de 4 est trivial, avariation 
seconde en 4 de cette fonctionnelle s’exprime a l’aide de la forme quadrati- 
que associte a l’operateur de Schrodinger suivant (cf. [25]): 
L, = /I, - J(v, v) - lo($ 
oti g = ~$*g est la metrique induite par 4 sur M, ou v est un champ normal 
unitaire et oh a($) est la seconde forme fondamentale de 4. L’indice de 4, 
note Ind(#), se trouve alors delini comme etant la dimension de l’espace 
engendre par les fonctions propres assocites aux valeurs propres stricte- 
ment negatives de L, (i.e., Ind($) = CI,C0 dim E,(L,)). Les immersions 
minimales d’indice nul seront dites stables. 
11 est clair (cf. [25]) que si la courbure de ricci 7 de (fi, S) est partout 
dtlinie positive (i.e., FO(x) > 0 pour tout x E fi), alors il n’existe aucune 
immersion minimale stable (de codimension 1) a fibrt normal trivial dune 
variete compacte A4 dans (a, g) (en effet, la positivite de 7 entraine que 
&(L,) est strictement negative et done qu’on a: Ind(#) 2 1). 
La majoration que nous avons obtenue au 42 pour la seconde valeur 
propre dun opkrateur de Schrbdinger va nous permettre d’ttablir quelques 
resultats de non existence d’immersions minimales d’indice inferieur ou Cgal 
a 1. Nous commenqons par la 
3.1. PROPOSITION. Soient (M, g) une variete riemannienne compacte de 
dimension m 2 2 et (fi, g) une variete riemannienne de dimension m + 1. 
Pour tome immersion isomttrique minimale 4 d’indice inferieur ou egal a 1 
a fib& normal trivial de (M, g) dans (I@, g) on a: 
I M i&q5 dv,< s Rdv,+2mV(C)“” V(g)‘-2’” M 
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5 f&dv,<- ; jM R dv, + V(C)2’m V(g)‘-2’m M 
oli C est la classe conforme de la mhrique g. 
Preuve. Soit 4 une immersion isometrique de (M, g) dans (k?, S) qui 
veritie les hypotheses de I’tnoncb. L’hypothese sur l’indice de 4 entraine que 
la seconde valeur propre A,(&,) de L, est positive ou nulle. Ceci now 
donne d’apres le theoreme 2.2: 
O<A,(L,) V(g),<mV(C)*‘” V(g)1-2’m- .r M (?(v, v)+ la(d)12)dv,. (16) 
De l’equation de Gauss i?od - 2?(v, v) = R - lo(#)l’ on dtduit directe- 
ment les inegalittes uivantes: 
et 
T(v, v)+ lc~(qS)1~=k+?(v, v)-Ramr”,o4-R. 
En remplacant dans (16) le potentiel Y”(v, v) + lo(b)/’ par chacun des mino- 
rants ainsi trouves on obtient bien les inegalitts annoncees. 1 
Une consequence immediate de la proposition 3.1 est le 
3.2. COROLLAIRE. Soient (M, g) une variktt! riemannienne compacte de 
dimension m > 2 et (I@, g) une oaritS riemannienne de dimension m + 1. Si 
l’une au mains des deux conditions suivantes est vdrlj%e 
(i) R> (V(g)) IM Rdu,+2m(V(C)/~(/(g))*‘“, 
(ii) To> (l/mVs)) lM R do,+ (VW%))*““~ 
oti C est la classe conforme de g, alors ii n’existe aucune immersion isomktri- 
que minimale d’indice infirieur ou&gal d 1 et ri fibri normal trivial de(AI, g) 
dans (fi, 2). 
3.3. Remarque. Pour illustrer ce dernier resultat nous oonsidtrons le 
cas od (M, g) est une variete A,-minimale (e.g. une sphere, un projectif reel, 
complexe, quaternionien ou de Cayley, un tore de Clifford, etc.). En effet, 
les conditions (i) et (ii) de 3.2 deviennent dans ce cas: 
(i) a > (l/&T)) jM R dv, + ‘We,) 
(ii) F,, > (l/ml’(g)) jM R du, + I,(d,)m. 
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Par exemple, si la courbure scalaire i? d’une variktk orientable (A?, 2) de 
dimension m + 1 vhifie i? > m(m + 1) (resp. i? > (m + 2)(m + 4)), alors il 
n’existe aucune immersion isomktrique d’indice infkrieur ou Cgal A 1 de 
(S”, can) (resp. de ((CPd, can)) dans (fi, 2). 
Dans le cas particulier oti la varitti: M est une surface orientable de 
genre sl on a, pour toute mktrique g et toute classe conforme C sur M: 
i 
Rdu,=h(l --cI) et 
c(+3 
V(C)<47T - 
M [ I 2 
Par suite, les rksultats prtcCdents donnent lieu au corollaire suivant: 
3.4. COROLLAIRE. Soient (M, g) une surface orientable compacte de 
genre ct et (M, g) une variete riemannienne orientable d dimension 3. Si 
l’une au moins des deux conditions suivantes est verifiee: 
(i) R>4(7-(-l)“)n/I/(g), 
(ii) ?,>(9-2cl-(-l)‘)n/V(g), 
alors il n’existe aucune immersion isometrique minimale d’indice inferieur ou
Pgal a 1 de (M, g) dans (A, g). 
Une constquence directe de 3.4 (ii) est le 
3.5. COROLLAIRE. Soit (fi, g) une variete riemannienne orientable de 
dimension 3. Si la courbure de ricci de (fi, 2) est positive (resp. definie posi- 
tive), alors il n’existe aucune immersion minimale d’indice inferieur ou &gal 
a 1 d’une surface compacte orientable de genre !I > 5 (resp. cx > 3) darts 
(k a 
(b) Cas des hypersurfaces a courbure moyenne constante 
Une immersion 4 de M dans (a, g) est dite B courbure moyenne 
constante si la norme H(d) = (l/m) [trace a(4)l du vecteur courbure 
moyenne de 4 est constante sur M. Une telle immersion est en fait un extre- 
mum 1% de la fonctionnelle “Volume”. 
Notons qu’une immersion A courbure moyenne nulle n’est autre qu’une 
immersion minimale. Or, ce cas est couvert par les rhultats de a) et il est 
done inutile de l’envisager A nouveau dans ce qui suit. 
Une notion de stabiliti: pour les immersions A courbure moyenne 
constante a tti: introduite par Barbosa et do Carmo [2] (cf. aussi [3]). En 
effet, A toute immersion 4 & courbure moyenne constante non nulle de M 
dans (0, g) on associe la quantiti:: 
A(d) = Inf j 
M 
fL,(f) dv,; .c, f dv, = 0 et jM ,f’ du, = 1} 
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ou g = d* can et L, est l’opirateur defini ci-dessus. L’immersion 4 sera 
alors dite stable dbs que A(#) est positif ou nul. 
11 est facile de voir a partir de la caracterisation variationnelle de I 1 (L,) 
qu’on a: 
D’ou la possibilite d’utiliser les rtsultats du $2. En effet, nous obtenons la 
3.6. PROPOSITION. Soient (M, g) une vari& riemannienne compacte de 
dimension m z 2 et (fi, 2) une vari&C riemannienne de dimension m + 1. 
Pour toute immersion isomktrique +4d courbure moyenne constante non mdle 
stable de (M, g) dans (h?, 2) on a: 
1 
HZ(#) d - 
m*Ug) 
Min (R-ii0~)dv,+2mV(C)~‘” V(g)‘-*‘“; 
I (R-mFOo~)dv,+mV(C) M 
Preuve. La stabilite de 4 entraine la positivite de il,(L,). Le resultat 
decoule alors immediatement de la majoration du theoreme 2.2 appliqde 
a L, et de l’inegalite suivante: 
ftv, VI + l44l’ 
3.7. Remarque. Comme dans le cas des hypersurfaces minimales (cf. 3.2 
et 3.3), on deduit du thtoreme precedent que si les varietts (M, g) et 
(&, g) verifient l’une au moins des 2 conditions suivantes: 
0) b&j j R dv, + 2m( V(C)/V(g))2/m, M 
(ii) FO 2 --& jM R dv, + ( WMg))““‘~ 
alors il n’existe aucune immersion isomttrique a courbure moyenne 
constante non nulle stable de (M, g) dans (&, g). 
Dans le cas particulier des surfaces on obtient le: 
3.8. COROLLAIRE. Soit (M, g) une surface compacte orientable d genre 
c1 et soit (i@, 2) we variktk riemannienne de dimension 3. Pour toute immer- 
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sion isomhique 4 ci courbure moyenne constante non nulle stable de (M, g) 
dans (A, g) on a: 
2(9-2~(-l)“)n-2 .r, 7ooddv, 
I 
Une consequence directe de 3.8 est le 
3.9. COROLLAIRE. Si (a, g) est une oari& riemannienne de dimension 3
d courbure de ricci positive (i.e. f0 > 0) alors, 
(i) il n’existe aucune immersion ri courbure moyenne constante non 
nulle stable d’une surface compacte orientable d genre Q > 3 duns (a, g) 
(ii) toute immersion isomktrique h courbure moyenne constante non 
nulle stable d’une surface compacte orientable (M, g) de genre c1< 3 duns 
(A?, S) vCrifie: 
H’(4) v(g)< 
477 si cr=Oou 1 
2n si x=2ou3. 
IV. RBSULTATS D'ISOSPECTRALIT~ 
L’objet de ce paragraphe est de donner quelques resultats de rigidite 
spectrale pour les operateurs de Schrodinger B potentiel constant. 
4.1. TH~OR&ME. Soient (M,, g,) et (M,, g2) deux variktts riemanniennes 
compactes telles que JM, R, dv,, d JM, R, dv,, oti R, et R2 dhignent respec- 
tivement les courbures calaires de(M,, gI) et (M,, g2). Soit q une fonction 
diffkrentiable surM,. S’il existe une constante CE R telle qu’on ait 
Spec(A,, + 4) = SpeW,, + c), 
alors q est constante &gale h c. 
Preuve. Pour tout optrateur de Schrodinger A, + q sur une variete 
compacte A4 on note (B,( g, q))ppO la suite des coefficients du dbveloppe- 
ment asymptotique de Minakshisundaram-Pleijel de A, + q. Les calculs 
faits par Gilkey dans [ 111 donnent : 
&k, 4) = Vd et B,k, q,=; j-M CR-6q)dvg 
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oh R est la courbure scalaire de (AI, g). Or, l’isospectralite des operateurs 
A,, + q et A,, + c entraine l’egalite B,(g,, q) = B,(gz, c) pour tout p > 0. 
Par suite, on a: 
Gh)= UgJ et jM, (RI - 6q) dug, = fM, CR2 - 6~) 4,. 
Vu l’hypothbse sur les courbures scalaires inttgrales, on en deduit: 
1 
cB Vkl) s MI 
q dug,. 
D’autre part, on a 
1 
c = &(dgz + c) = &(A,, + q) d - s V&Y,) .+fI 
4 d%, 
ou la derniere inegalite provient de (15). Par consequent, cette intgalite st 
en fait une egalite et done q est constante &gale a c. 1 
4.2. Remarques. (i) Dans le cas ou la varietts MI et M2 sont de 
dimension 2, la condition sur les courbures scalaires exigee dans le 
theorbme 4.1 se ram&e (par Gauss-Bonnet) a une condition sur les 
caracteristiques d’Euler de MI et MZ. 
(ii) Le theoreme 4.1 nous dit en particulier que, si sur une varitte 
compacte (AI, g) on a Spec(d, + q) = Spec(d, + c), ou q E C”(M) et c E R, 
alors, q est ntcessairement constante egale a c. Dans le cas particulier ou 
(M, g) est un espace symetrique compact de rang 1, ce dernier resultat 
s’obtient aussi A partir des travaux de Guillemin [13, 141 (Voir aussi 
~271). 
Une consequence du thtoreme 4.2 et des proprietes conformes des 
varittes d’Einstein et des varittes a courbure scalaire constante negative est 
le: 
4.3. COROLLAIRE. Soit M we vari&t? compacte de dimension m B 3. 
Soient g, et g, deux mktriques conformes sur M, q une fonction d$ft+en- 
tiable sur M et c une constante. Si I’une au moins des deux conditions 
suivantes est vPr@e: 
(i) (M, g,) est d’Einstein, 
(ii) (M, g,) est de courbure scalaire constante nPgative ou nulle, 
alors, l’kgalitt Spec(A,, + q) = Spec(A,, + c) a lieu si et seulement si q est 
constante Lgale d c et si g, est isomktrique 2 g,. 
Preuve. Chacune des hypotheses (i) et (ii) entraine que la fonctionnelle 
de Yamabe associee a la mttrique g, atteint son minimum pour les seules 
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fonctions constantes (cf. Cl]). On en dCduit que, pour toute mktrique gz 
conforme A g, on a: 
V(g1) (2 - m)lm i‘ R, du,, < V( g,)‘2 m)‘m s R2 4, 
(oti R, et R, sont les cou:bures scalaires respectiverde g, et g2) et que 
l’kgalitk dans cette dernikre inbgaliti: a lieu si et seulement si g, est homo- 
thktique A g,. Comme le volume est un invariant spectral, le rksultat est 
alors une constquence directe du thkorkme 4.1. 1 
4.4. Remarque. Nous venom de montrer au passage que, si une mktri- 
que g sur une varit?ti: compacte A4 de dimension supirieure ou &gale A 3 est 
soit d’Einstein soit de courbure scalaire sconstante nkgative ou nulle, alors, 
toute mttrique conforme et isospectrale g g lui est en fait isomktrique. 
La caractkrisation du cas d’Cgalit6 dans le thkorkme 2.2 permet aussi 
d’avoir le rttsultat suivant: 
4.5. COROLLAIRE. Soit (M,, g,) une variPtP A,-minimale. Pour toute 
variPtP riemannienne compacte (M, g) isospectrale d (MO, g,) (i.e., 
Spec(d,q) = Spec(d,,)) on a 
V(C) 2 V(G) 
oti C et C, sent les classes conformes respectives de g et g,. De plus, s’il 
existe un entier n tel qu’on ait V,(C) = V(C,), alors la variPtP (M, g) est elle 
aussi I. ,-minimale. 
Preuve. L’isospectralitk de A, et A, entraine les kgalitks: 
&(A,) = lI(A,,) et V(g) = V&d. C omme g, est A,-minimale on a done 
pour tout nE N (Voir (2)): 
V(G) = (~l(A,,Ym)“‘2 %J = (jwI(A,)/m)“‘2 V(g) G V,(C) 
oti la dernike inkgalitk provient du thkor&me 2.2. On en dkduit l’inkgalitt: 
k’(C,) 6 V(C). Si maintenant on a V,(C) = V(C,) pour un certain n E N, 
I’inkgalitk ci-dessus devient alors une Cgalitk ce qui implique que (M, g) est 
R ,-minimale. 1 
4.6. Remarque. Le corollaire prkckdent montre en particulier que si 
(M, g) est une variktt: A,-minimale alors, toute mttrique conforme et 
isospectrale A g lui est en fait isomttrique (ceci dtcoule de l’unicitk, a
homothktie pr&, de toute mktrique A,-minimal dans sa classe conforme 
(cf. C91). 
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